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1977 a´prilisa´ban egy sze´p tavaszi napon Pinte´r Lajos bement Szegeden a IV.
e´ves programtervezo˝ matematikusokhoz differencia´legyenlet-gyakorlatot tartani,
e´s az ala´bbi feladatot diszkuta´lta. A s´ık bizonyos ra´cspontjaiban (ege´sz ko-
ordina´ta´ju´ pontjaiban) be´ka´k vannak, amelyek a ko¨vetkezo˝ke´ppen mozognak: egy
be´ka a´tugorhat egy mellette a´llo´ be´ka´t, ha a mo¨go¨tte levo˝ ra´cspont u¨res, viszont
az a´tugrott be´ka ekkor lekeru¨l a s´ıkro´l. Igazolni kell, hogy ha kezdetben egyetlen
be´ka sincs a felso˝ fe´ls´ıkon, akkor soha nem juthatnak el 5 magassa´gba (azaz az
y = 5 egyenest nem tudja´k ele´rni).
Ez a feladat John Conwayto´l sza´rmazik (na´la be´ka´k helyett katona´k voltak,
ld. [2, 154. oldal]), e´s megolda´sa, amit Pinte´r tana´r u´r az o´ra´n elmondott, a
ko¨vetkezo˝. Azt igazoljuk, hogy pl. a (0, 5) pontba nem lehet be´ka´t eljuttatni.
Ehhez legyen q = (
√
5− 1)/2 (az aranymetsze´s ara´nysza´ma), e´s az (i, j) pontba
helyezzu¨k el a q|i|+|j−5| su´lyt (ld. az 1. a´bra´t). Itt a kitevo˝ az a sza´m, aha´ny
(minima´lis sza´mu´) le´pe´ssel a (0, 5) pontbo´l eljuthatunk az (i, j) pontba. Azt
fogjuk vizsga´lni, hogy azon mezo˝k o¨sszsu´lya hogyan va´ltozik, amelyeken be´ka a´ll.
Ehhez vegyu¨k e´szre, hogy q+ q2 = 1 (eze´rt va´lasztottuk q-t annak aminek), ı´gy
ha egy ugra´s sora´n, pl. az (i, j) pontbo´l az (i+2, j) pontba ugorva, ko¨zeledu¨nk
a (0, 5) ponthoz (azaz i < −1), akkor az o¨sszsu´ly va´ltoza´sa:
q|i+2|+|j−5| − q|i+1|+|j−5| − q|i|+|j−5| = q|i+2|+|j−5|(1− q − q2) = 0
(valo´ban, (i, j)-ben e´s (i+1, j)-ben a´llt egy-egy be´ka, e´s helyettu¨k az ugra´s uta´n
(i + 2, j)-ben lesz egy be´ka). Hasonlo´an la´thato´, hogy ha egy ugra´s sora´n nem
ko¨zeledu¨nk a (0, 5) ponthoz, akkor az o¨sszsu´ly cso¨kken (pl. ha a fenti o¨sszegben
i ≥ 0, akkor az o¨sszsu´ly-va´ltoza´s
qi+2+|j−5| − qi+1+|j−5| − qi+|j−5| = qi+|j−5|(q2 − q − 1) < 0.
Ma´rmost egyszeru˝ sza´mola´s adja, hogy a teljes also´ fe´ls´ıkon (belee´rtve a sza´me-
gyenest is) levo˝ su´lyok o¨sszege 1, ı´gy a kezdeti konfigura´cio´na´l a teljes o¨sszsu´ly
legfeljebb 1. Ma´rpedig a be´ka´k ugra´la´sa sora´n az o¨sszsu´ly nem no˝, ı´gy az nem
lehetse´ges hogy ve´gu¨l olyan konfigura´cio´hoz e´rkezzu¨nk amelyben egy be´ka a´ll a
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Figure 1: 3 egyma´suta´ni megengedett be´ka-le´pe´s
(0, 5) pontban, hiszen csupa´n ehhez a be´ka´hoz rendelt su´ly 1 (e´s vagy eleve 1-
ne´l kisebb o¨sszsu´lyunk volt ha az also´ fe´ls´ık nem minden mezeje´n a´llt eredetileg
be´ka, vagy pedig ha minden mezo˝n a´llt egy, akkor a ve´ga´lla´sban is lesznek az
also´ fe´ls´ıkon be´ka´k, hiszen e ve´ga´lla´sig ve´ges sok le´pe´st tettu¨nk meg).
Terme´szetesen a fenti feladatnak semmi ko¨ze nem volt a differencia´legyenlet-
gyakorlaton egye´bke´nt vett anyaghoz, viszont a hallgato´kban e´rdeklo˝de´st va´ltott
ki, e´s figyelmesen ko¨vette´k a diszkusszio´t. Pinte´r Lajos ma´skor is e´lt az oktato´i
szabadsa´g ilyete´n valo´ alkalmaza´sa´val, e´s gyakran hallottunk to˝le e´rdekes fe-
ladatokat, levezete´seket. Ez annyira megmaradt bennem, hogy ke´so˝bbi tana´ri
pa´lya´mon magam is gyakran folyamodtam a figyelemfelkelte´snek ehhez az eszko¨ze´hez;
mind a mai napig szinte mindig mondok olyan feladatokat ill. a matematika
to¨rte´netete´bo˝l olyan eseme´nyeket, pe´lda´kat, amelyek az e´ppen ta´rgyalt anyagre´szro˝l
jutnak eszembe, me´g ha azok szigoru´an nem is re´szei az ta´rgyalt anyagnak.
Gyakran azonban me´g erre sincs szu¨kse´g, kis odafigyele´ssel sokszor az e´ppen
ta´rgyalt teru¨leten is tala´lhatunk olyan feladatokat, amelyek a hallgato´k e´rdeklo˝de´se´t
felkelthetik ill. fenntarthatja´k. Az ala´bbiakban ne´ha´ny ilyen feladatot ta´rgyalok
az anal´ızis teru¨lete´ro˝l.
A matematikai anal´ızis a matematika valo´sz´ınu˝leg leghate´konyabb mo´dszere,
amely Newton e´s Leibniz o´ta hihetetlen me´rte´kben a´talak´ıtotta a tudoma´nyokat
e´s igazi sikerto¨rte´net. Viszont ennek elsaja´t´ıta´sa csak rendk´ıvu¨l sok gyakorla´ssal
lehetse´ges; differencia´lni vagy integra´lni csak u´gy lehet megtanulni, ha az ember
megcsina´l sok-sok tucat deriva´la´st e´s integra´la´st. Ezt gyakran a hallgato´k (e´s
sokszor maguk az oktato´k is) unalmasnak, rutinszeru˝nek tartja´k, e´s ha egy cso-
porttal ma´r 4-5 alkalommal differencia´lunk vagy integra´lunk, elkeru¨lhetetlenu¨l
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lankad a figyelem, e´s a gyakorlat sem e´ri el ce´lja´t. Ilyenkor sokat seg´ıthet egy-egy
olyan feladat, amelyek a szoka´sosto´l kicsit elte´rnek e´s megmozgatja´k a hallgato´k
fanta´zia´ja´t.
Annak illusztra´la´sa´ra, hogy a Pinte´r tana´r u´rto´l ellesett mo´dszernek ige-
nis van jogosultsa´ga az oktata´sban ele´g megeml´ıteni, hogy e´n azt ma´r re´gen
elfelejtettem milyen feladatokat ta´rgyaltunk 1977 tavasza´n differencia´legyenlet-
gyakorlatokon, viszont a be´ka´s feladatra e´s annak megolda´sa´ra ma´ig emle´kszem.
1 Oroszla´n e´s szel´ıd´ıto˝je
Ez a feladat a ∑ 1
n
=∞,
∑ 1
n2
<∞
o¨sszegek alkalmaza´sa´t illusztra´lja. A feladatot elo˝szo¨r valo´sz´ınu˝leg szinte´n Pinte´r
Lajosto´l hallottam, eredetileg Richard Rado egy proble´ma´ja volt.
Egy megvadult oroszla´n e´s szel´ıd´ıto˝je egyforma maxima´lis sebesse´ggel tudnak
mozogni egy ketrecben. A feladat az, hogy a szel´ıd´ıto˝ hogyan keru¨lheti el, hogy
az oroszla´n valaha is elkapja (mindketto˝t pontszeru˝nek te´telezzu¨k fel).
A feladat egyszeru˝ lenne ha az ege´sz s´ık a szel´ıd´ıto˝ rendelkeze´se´re a´llna,
hiszen akkor az oroszla´nnal a´tellenes ira´nyban maxima´lis sebesse´ggel futva egy
egyenes mente´n az oroszla´n soha nem e´rhetne´ utol. A nehe´zse´g abbo´l ered, hogy
a ketrec behata´rolja a mozga´sukat.
A megolda´s a ko¨vetkezo˝. Felteheto˝, hogy mindketteju¨k maxima´lis sebesse´ge
1. Legyen kezdetben a szel´ıd´ıto˝ az origo´ban, e´s tegyu¨k fel, hogy az origo´ ko¨ru¨li
R sugaru´ ko¨rlap is me´g a ketrecben van. Ma´rmost egy kis r pozit´ıv sza´mot
va´lasztva a szel´ıd´ıto˝ n = 1, 2, 3, . . .-ra rendre menjen r/n ideig mero˝legesen az o˝t
az oroszla´nnal o¨sszeko¨to˝ szakaszra maxima´lis sebesse´ggel u´gy, hogy az origo´hoz
a leheto˝ legko¨zelebb keru¨ljo¨n (ez uto´bbi felte´tel kijelo¨li a mozga´s ira´nya´t a ket-
teju¨ket o¨sszeko¨to˝ szakaszra mero˝leges egyenesen). Pontosabban, itt u¨temeze´ssel
n = 1, 2, . . . le´pe´sro˝l besze´lu¨nk, e´s az n-edik le´pe´sben mozogjon a szel´ıd´ıto˝ arra
a szakaszra mero˝legesen, amely o˝t az elo˝zo˝ le´pe´s megte´tele uta´n ko¨ti o¨ssze az
oroszla´nnal (ld. 2. a´bra).
Az biztos, hogy az oroszla´n nem fogja semelyik le´pe´sben elkapni a szel´ıd´ıto˝t,
hiszen ha ez nem to¨rte´nt meg n le´pe´s uta´n, akkor ketteju¨k ta´volsa´ga pozit´ıv,
e´s mivel a szel´ıd´ıto˝ az (n+ 1)-edik le´pe´sben egy, az o˝t az oroszla´nnal o¨sszeko¨to˝
szakaszra mero˝leges egyenesen mozog, ta´volsa´guk pozit´ıv lesz az (n + 1)-edik
lepe´s uta´n is. Teha´t ha a fenti strate´gia alkalmazhato´ u´gy, hogy a szel´ıd´ıto˝ soha
nem u¨tko¨zik a ketrec fala´ba, akkor elkeru¨li azt, hogy az oroszla´n elkapja, hiszen
a fenti le´pe´sek sora´n eltelt ido˝
∞∑
n=1
r
n
= r
∑
n
1
n
=∞.
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Figure 2:
Azt kell teha´t csak igazolnunk, hogy a fenti strate´gia´val soha nem u¨tko¨zik
a szel´ıd´ıto˝ a ketrec fala´ba, e´s ehhez ele´g megmutatni, hogy az origo´to´l vett
ta´volsa´ga mindig kisebb R-ne´l. Legyen dn az origo´to´l vett ta´volsa´ga n le´pe´s
uta´n; d0 a kezdeti ta´volsa´g. Ekkor n = 0, 1, 2, . . .-re vagy dn ≤ r e´s ı´gy
dn+1 ≤ dn + r/(n + 1) ≤ 2r, vagy pedig dn > r e´s ekkor, mint azt elemi
geometriai meggondola´s mutatja,
dn+1 ≤
√
d2n + (r/(n+ 1))
2 ≤ dn + r2/2dn(n+ 1)2 ≤ dn + r/2(n+ 1)2.
Teha´t mindenke´ppen
dn ≤ 2r +
r
2
∞∑
n=0
1
(n+ 1)2
,
ami R-ne´l kisebb ha r ele´g kicsi (felhaszna´lva, hogy
∞∑
n=0
1
(n+ 1)2
< 1 +
∞∑
n=1
1
n(n+ 1)
= 1 +
∞∑
n=1
(
1
n
− 1
n+ 1
)
= 2,
ado´dik, hogy az r = R/3 va´laszta´s megfelelo˝).
Egy ma´sik megolda´sra ld. [1], 1. feladata´t.
2 Csiga e´s a gonosz fiu´
Ez a feladat az ∫
1
x
dx = lnx→∞ ha x→∞
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illusztra´la´sa´ra szolga´l.
Egy 1 m hosszu´ gumiszalag egyik ve´ge ro¨gz´ıtett, e´s ebben a ve´ge´ben van egy
csiga, amely 1 m/h sebesse´ggel tud ma´szni. A szalag ma´sik ve´ge´ben a csiga
sza´ma´ra valami ı´nyencfalat van elhelyezve, amit a csiga szeretne megkaparin-
tani. Viszonyt egy gonosz fiu´ elkezdi hu´zni a szalag szabad ve´ge´t 10000 m/h
sebesse´ggel. A ke´rde´s az, hogy ve´gu¨l a csiga hozza´jut-e az ı´nyencfalathoz, azaz
ele´ri-e a szalag ma´sik, mozgo´ ve´ge´t?
A megolda´shoz legyen a szalag ro¨gz´ıtett ve´ge az origo´ban, a fiu´ szaladjon
az x tengelyen pozit´ıv ira´nyban, e´s a t ido˝pontban legyen a csiga helyzete az
y(t) pontban. Teha´t y(0) = 0, e´s a fiu´ helyzete a t ido˝pontban 1 + 10000t.
Vegyu¨k e´szre, hogy a csiga valo´di sebesse´ge ke´t komponensbo˝l a´ll: egyre´szt a
saja´t 1 m/h sebesse´ge´bo˝l, ma´sre´szt abbo´l a sebesse´gbo˝l, amivel a mo¨go¨tte levo˝
szalagre´sz nyu´lik. Ara´nyos nyu´la´st felte´telezve ez y(t)/(1 + 10000t)-szer akkora
mint a fiu´ sebesse´ge, teha´t a csiga sebesse´ge
1 + 10000
y(t)
1 + 10000t
(m/s).
Tudjuk, hogy ez a hely-ido˝ fu¨ggve´ny deriva´ltja´val megegyezik, teha´t
y′(t) = 1 + 10000
y(t)
1 + 10000t
.
Osszunk ve´gig (1 + 10000t)-vel:
y′(t)
1 + 10000t
− 10000 y(t)
(1 + 10000t)2
=
1
1 + 10000t
,
e´s vegyu¨k e´szre, hogy itt a bal oldalon az y(t)/(1+ 10000t) deriva´ltja a´ll, mı´g a
jobb oldalon levo˝ kifejeze´s ln(1 + 10000t)/10000 deriva´ltja. Teha´t
(
y(t)
1 + 10000t
)′
=
(
ln(1 + 10000t)
10000
)′
.
Mindke´t oldalt 0-to´l T -ig integra´lva e´s figyelembe ve´ve, hogy y(0) = 0 e´s ln 1 =
0, kapjuk, hogy
y(T )
1 + 10000T
=
ln(1 + 10000T )
10000
(ez a formula integra´la´s ne´lku¨l is ado´dik abbo´l, hogy ha ke´t fu¨ggve´ny deriva´ltja
egyenlo˝, akkor o˝k csak konstansban ku¨lo¨nbo¨znek). A bal oldalon e´ppen a csiga
ill. a fiu´ (T ido˝pillanbeli) origo´to´l vett ta´volsa´ga´nak a ha´nyadosa a´ll, e´s az
eredeti ke´rde´s az, hogy ez valamikor lesz-e 1. Ma´rmost a jobb oldal folytonosan
no˝ 0-to´l a ve´gtelenig mialatt T befutja a [0,∞) intervallumot, ı´gy lesz egy olyan
T ido˝pont (ez e´ppen T = (e10000 − 1)/10000), amikor az e´rte´ke e´ppen 1. Teha´t
ebben az ido˝pillanatban a csiga utole´ri a szalag ma´sik ve´ge´t.
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Figure 3:
3 Ko¨rlap fede´se sa´vokkal
Ez a feladat az ala´bbi formula alkalmaza´sa´ra sze´p pe´lda: ha adott egy nemneg-
ativ y = f(x) fu¨ggve´ny az [a, b] intervallumon e´s a go¨rbe´je´t megforgatjuk az x
tengely ko¨ru¨l, akkor az ı´gy kapott forga´sfelsz´ın
(1) 2pi
∫ b
a
f(x)
√
1 + (f ′(x))2dx.
Igazolando´, hogy egy 100 sugaru´ ko¨rlapot nem lehet 199 db 1 sze´lesse´gu˝ sa´vval
lefedni.
Jegyezzu¨k meg, hogy 200 db. 1 sze´lssse´gu˝ sa´vval ko¨nnyu˝ lefedni pl. az origo´
ko¨ru¨li 100 sugaru´ ko¨rlapot; ehhez nem kell ma´st tennu¨nk, mint hogy az x = j,
j = −100,−99, . . . , 99, 100 egyenesek a´ltal meghata´rozott sa´vokat tekintju¨k.
A´ltala´ban az eredme´ny, amit igazolunk, az az, hogy ha d1, . . . , dk sze´lesse´gu˝
sa´vokkal lefedheto˝ egy R sugaru´ ko¨rlap, akkor
2R ≤ d1 + · · ·+ dk.
Az igazola´shoz legyen az R sugaru´ D ko¨rlap ko¨ze´ppontja az origo´, e´s ke´pzelju¨nk
el egy G go¨mbfelu¨letet ezen ko¨rlap fo¨le´ (pontosabban, a ko¨rlap hata´ra legyen e
go¨mbfelu¨let egy fo˝ko¨re). Ha van egy d sze´lesse´gu˝ S sa´vunk, akkor ennek D-vel
vett metszete´t vet´ıtsu¨k fel az G go¨mbfelu¨letre (ld. a 3. a´bra´t).
I´gy egy go¨mbgyu˝ru˝t kapunk a go¨mb felu¨lete´n, amelynek felsz´ıne´t ko¨nnyen
kisza´mı´thatjuk az (1) formula´val. Valo´ban, az a´ltala´nossa´g megszor´ıta´sa ne´lku¨l
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felteheto˝, hogy az S sa´v mero˝leges az x tengelyre, azaz S azon (x, y) pontokbo´l
a´ll, amelyekre a ≤ x ≤ b valamely −R ≤ a < b ≤ R, b−a = d sza´mokkal. Ekkor
a felvet´ıte´ssel kapott go¨mbgyu˝ru˝ nem ma´s, mint az y =
√
R2 − x2, x ∈ [a, b],
fu¨ggve´ny grafikonja´nak az x tengely ko¨ru¨li megforgata´sa´val kapott felu¨let, ı´gy
ennek felsz´ıne´t (1) adja az f(x) =
√
R2 − x2 va´laszta´ssal. De itt
f(x)
√
1 + f ′(x)2 =
√
R2 − x2
√
1 +
(
x√
R2 − x2
)2
= R,
eze´rt a ke´rde´ses felsz´ın 2piR(b − a) = 2pid. Ami igaza´n meglepo˝ ebben a for-
mula´ban az az, hogy a felsz´ın nem fu¨gg atto´l, hogy a go¨mbgyu˝ru˝ hol helyezkedik
el, az csak a go¨mbgyu˝ru˝ magassa´ga´to´l fu¨gg (ennek a te´nynek az u´n. hen-
geres vet´ıte´ssel kapcsolatos ko¨vetkezme´nyeire vonatkozo´an ld. pl. a [3] dol-
gozatot). Ma´rmost ha a d1, . . . , dk sze´lesse´gu˝ S1, . . . , Sk sa´vok lefedik az R
sugaru´ D ko¨rlapot, akkor a megfelelo˝ Si ∩ D metszetek felvet´ıtettjei lefedik
a G go¨mbfelu¨letet, ı´gy o¨sszfelsz´ınu¨k legala´bb akkora, mint G felsz´ıne, azaz
4piR2. A fentiekben la´ttuk, hogy Si∩D felvet´ıtettje´nek felsz´ıne legfeljebb 2pidiR
(itt egyenlo˝se´g van, ha az Si sa´v mindke´t oldala metszi a D ko¨rlapot), eze´rt
ve´gkonklu´zio´ke´nt fel´ırhatjuk, hogy
2pid1R+ · · ·+ 2pidkR ≥ 4piR2,
amibo˝l az a´ll´ıta´s 2piR-rel valo´ oszta´ssal ado´dik.
Ve´gezetu¨l megeml´ıtu¨nk me´g ke´t hasonlo´ feladatot.
4 Te´glalaplefede´s
Ez az (ez)′ = ez azonossa´g egy alkalmaza´sa´ra lehet pe´lda.
Ha egy te´glalap felbonthato´ olyan te´glalapokra, amelyek valamelyik oldal-
hossza ege´sz, akkor az eredetinek is valamelyik oldalhossza ege´sz.
Ehhez integra´ljuk az ei2pi(x+y) fu¨ggve´nyt a fenti te´glalapokon, e´s haszna´ljuk
fel az (ez)′ = ez azonossa´got (valo´s ill. ke´pzetes re´szeket ve´ve elkeru¨lheto˝ a
komplex fu¨ggve´nyek haszna´lata, de ekkor a megolda´s keve´sbe´ elega´ns. To¨bb
ma´s megolda´s tala´lhato´ a [4] cikkben).
5 Afrikai szafa´ri
Ez a feladat fu¨ggve´nytranszforma´cio´kkal kapcsolatban eml´ıtheto˝ meg.
Valaha´ny oa´zisban annyi u¨zemanyag van elhelyezve, amely e´ppen ele´g egy
ko¨ru´tra ko¨zo¨ttu¨k. Ekkor valamelyik oa´zisbo´l elindulva a ko¨ru´t megteheto˝.
A megolda´s abbo´l a´ll, hogy kiindulunk valamelyik oa´zisbo´l, felrajzoljuk a
“kocsiban levo˝ u¨zemanyag”–“megtett u´t” grafikont, e´s e´szreveszu¨k, hogy ma´s
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oa´zisbo´l elindulva a megfelelo˝ grafikon az eredetinek egy transzforma´ltja. Ma´rmost
a feladat az, hogy ez a transzforma´cio´ lehet olyan, hogy uta´na a grafikon minden
pontja a “megtett u´t” tengelyen, vagy a fo¨lo¨tt van. Egy ma´sik megolda´sra ld.
az [1] ko¨nyv 7. feladata´t.
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